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ОСНАЩЕНИЕ СЕМЕЙСТВА ДВУМЕРНЫХ ПЛОСКОСТЕЙ В ПЯТИМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

Е.А. Молдованова 

Томский политехнический университет 
Е-таіІ: пѵ@росІі1а.ги 

Статья посвящена инвариантному оснащению семейства 5, двумерных плоскостей в пятимерном эквиаффинном пространстве 
Д при всех допустимых значениях р: 2 < р < 8. Это оснащение строится с помощью подвижного максимально канонизирован- 
ного репера, которому дается полная аналитическая и геометрическая интерпретация. Основные обозначения и терминология 
соответствуют общепринятым, а все функции, встречающиеся в данной статье, предполагаются аналитическими. 


1. Аналитический аппарат 

Рассмотрим пятимерное эквиаффинное про- 
странство Л 5 , отнесенное к эквиаффинному под- 
вижному реперу Я = {А, ё)}, (/ = 1 ,5 ) с деривацион- 
ными формулами: 

(ІА = оУё) , й?ёт = ю/ ё ] , (1.1) 

где со‘, соі - формы Пфаффа, удовлетворяющие 
уравнениям структуры аффинного пространства 

Оса' = со 1 л со. , Осо. =ю/ лю* , (і,],к = 1,5), (1.2) 

и соотношению со\ + со] + ... +а> 5 5 = 0 вытекающему 
из условия эквиаффинности (ё[, ё 2 , ... ,ё 5 ) = 1. 

В пространстве Л 5 рассматривается ^-мерное се- 
мейство У,(2<<? <8) двумерных плоскостей / 2 . При- 
соединим к \ репер Я так, что_/ 2 = (А, ё ь ё 2 ). Здесь и 
в дальнейшем символом / ѵ = (А , Зсі, х 2 , ... , У) обозна- 
чается ^-плоскость (у - мерная плоскость), прохо- 
дящая через точку А, параллельно векторам х ъ х 2 , 
..., х,. Тогда дифференциальные уравнения много- 
образия 5, можно записать в следующем парамет- 
рическом виде: 

аР= А°Ѳ“, о.%= А а ш Ѳ“, {а,Р = 1,2; а,0 = 3,5, (1.3) 
где параметрические формы 0 а удовлетворяют 
структурным уравнениям: 

ГЮ а =Ѳ Ь лѲ и ь ; 

Щ = Ѳ с ь а Ѳ а с + Ѳ с л Ѳ ь са , . . . (а, Ь, с = й), 

а величины А" и АА Ш удовлетворяют дифференци- 
альным уравнениям: 


(1АІ-АЖ - А! а ю а + = В%Ѳ Ь , 
йАІ- АЖ -А$М + А&а$= КьѲ\ 


( а,Ь = \,ф, а, р = 3,5; а, Р = 1,2). (1.4) 

Параметрические формы Ѳ“ можно считать ба- 
зовыми формами некоторого дифференцируемого 
многообразия М ѵ каждой точке В которого отвеча- 
ет вполне определённая 2-плоскость 1 2 &Я Г В даль- 
нейшем будем рассматривать пространство Ц, изо- 
морфное касательному пространству Т 9 к М ч в точ- 
ке В. При этом в Ц с центром в точке В вводится 
центроаффинная структура, определяемая локаль- 
ным центроаффинным репером Я = {В, е а ), где 


5в л = Ѳ*в, , 0* =Ѳ Ь „ . Каждой плоское- 

и и (у (і (і у* /-ѵ 

ѳ = о 

ти / 2 из А 5 поставим в соответствие однозначным 


образом 3-плоскость / 3 так, чтобы выполнялись ус- 


ловия: 


1 3 П1 2 = А, / 3 ІІ/ 2 =А 5 , / 3 =(А, е 3 , е 4 , е 5 ) (1.5) 

Тогда со а = С|ю“ + + Щ юЦ, 

где А а а = С|Л® + А “ = С“,# + М#, 

^ а а а р ра’ аа ар а ар ра’ 

(а,Р = 1,2; й,/Г = 3,5; а,Ъ = \,ф. 

Эта 3-плоскость / 3 называется нормалью в 
смысле А.П. Нордена [3] или оснащающей плоско- 
стью, или просто оснащением 2 -плоскости / 2 . 

В данной статье решается задача об инвариант- 
ном определении оснащения ^-семейства 2-плос- 
костей / 2 в А 5 , т.е. выяснения случаев, когда величи- 
ны А“ и А~ а , являются вполне определенными функ- 
циями величин А®, Ааа. 
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2. Основные направления и гиперплоскости 
при 2< д< 8 

На многообразии ДБ„ (2 < д < 8), рассмотрим 
некоторую линию, проходящую через точку Ве ДБ,: 

Ѳ а = і а Ѳ, ОѲ=ѲлѲ г , 

ск а -І а Ѳ х +і ъ Ѳ а ъ = {“Ѳ, 

(а, Ъ = \,д) . (2.1) 

Касательную к этой линии в точке В будем 
обозначать 

Т = і а (В,е а ) (2.2) 

и называть направлением. Пусть точкаД = А + хД + х% 
является фокусом [2] плоскости /> = (А, ё ь %) вдоль (2.2). 
Тогда выполняется условие (ёХ, ё, ё 2 ) = = 0, из которого с 
учетом (1.1) и (2.1) получаем: 

(х“Я|„ +А а а )І“ = 0, (а = 1,2; а = 3,4,5; а = 1 ,д). (2.3) 
Обозначим л" = 1, Д“ = АЦ а , тогда система (2.3) 
примет вид: 

х*А§А“ = 0, (а = 0, 1,2; а = 3,4,5; а = 1,д). (2.3') 
Система (2.3') имеет нетривиальные решения 
относительно х\ х 2 тогда и только тогда, когда 
йеІ[Я|,/“] = 0, т.е., когда 

В аЬ /і ь І с = 0, (а, Ь, с = ІГд), (2-4) 


где величины В аЬс определяются по формулам: 


аЪс ^ 


А 3 А ^ Я ^ 

(а ? \й\ Ъ ? У1 |а |с ) 


(2.5) 


и удовлетворяют дифференциальным уравнениям: 
ёВ.-В,Ѳ а '-В Ѳ°'-В и Ѳ а '=В, Ѳ а ' , (2.6) 

аос а х Ьс а аа х с Ь аоа х с аЬса 1 ’ ѵ 7 


(а, Ь, с, йі = 1,д; а = 0, 1, 2), (а - номера строк). 

Таким образом, множество всех фокальных 
направлений в Б, образует алгебраический конус 
ѵ(/ 3 н третьего порядка и размерности д - 1 с верши- 
ной в точке В. Уравнение конуса ѵ|/? 1 имеет вид 
(2.4). Рассмотрим в Б, направление ѵ = (В, е а )ѵ“ 
проходящее через точку Б. Этому направлению в 
Б, отвечает гиперплоскость Ѵу. В аЬс ѵ а ѵ ь і с = 0 которая 
является линейной полярой или полярой порядка 2 
направления ѵ относительно гиперконуса (2.4) в 
смысле [4, С. 1316]. Каждой точке Бе ДБ, в Б, поста- 
вим в соответствие д направлений 

ѵ ь = ѵ а ь (В, 8 а ), (а, Ъ = 1, д) (2.7) 


и соответствующих им д гиперплоскостей 

ч> ь =(ѵ ѵ ѵ 2 ,...,ѵ ь _ х ,ѵ м ,...,ѵ д ), (2.8) 

проходящих через д-1 направлений ѵ„, кроме 
ѵ ь (а Ф Ъ ). 

Определение 1: Направление ѵ 4 еБ, и соот- 
ветствующие им гиперплоскости ѵѵ 4 называются ос- 
новными относительно гиперконуса \|Д‘ (в смысле [4] 


или [5]), если они не принадлежат этому гиперко- 
нусу и каждая гиперплоскость является линей- 
ной полярой соответствующего ему направления 
ѵ ь ё ѵ/ ь относительно этого гиперконуса. 

Теорема 2.1. Каждой точке В еЛБ, в Б, в общем 
случае отвечает конечное число основных направ- 
лений ѵ ь и соответствующих им гиперплоскостей 
\ѵ к относительно \|/ 3 ,_1 (д > 2). 

Доказательство. Пусть точке В е ДБ, в Б, соответ- 
ствуют направления ѵ ь = Ѵь(В,ё а ), ( а,Ъ = 1,д). Для 
этих направлений линейными полярами относи- 
тельно і|/ 3 ,_1 будут гиперплоскости вида: 

Ѵѵ й і-мѵ 4 =(ѵ 15 ѵ 2 ,...,ѵ ь _ 1 ,ѵ ь+1 ,...,ѵ д ) 

<^(Р а ь'- = =0, (<** Ь). (2.9) 


Таким образом, для определения ѵ ь а получаем 
систему д(д — 1) алгебраических уравнений 3-го по- 
рядка с д 2 неизвестными. Кроме того, выполняют- 
ся следующие соотношения 


В. 


ѵ»* 3 ф 0. 


( 2 . 10 ) 


Рассмотрим матрицу Якоби системы (2.9): 


д(Р аЬ 


(а, Ь, с, <1 = 1, д), 


( 2 . 11 ) 


где частные производные вычисляются по фор- 


мулам = 2В ала ѵУ? , (а ф Ь), ^ = Б^ѵХ’ , 


дѵі 


(а*Ь). Дальнейшие рассуждения с учётом (2.9) - 
(2. 1 1) аналогичны приведённым в статьях [4] и [5] в 
соответствии с [6, С. 146-147, теорема III, С. 1 83— 
184, теорема I] . В общем случае ранг матрицы (2.11) 
равен 0. Это означает, что система (2.9) состоит из 
0 алгебраических независимых уравнений с 0* = д 2 
неизвестными. Следовательно, она определяет ко- 
нечное число основных направлений ѵ ь и гиперп- 
лоскостей \ѵ к . Если Кап§ Е< 0, то в этом случае сис- 
тема (2.9) состоит из алгебраически зависимых 
уравнений и определяет бесчисленное множество 
основных направлений и гиперплоскостей в Б,. За- 
метим, что теорема имеет место в предположении, 
что 2 < д < 8. Кроме того, величины В„ |( , 2аз зависят от 
0 = 9д величин А° и А“ а , на которые накладывает- 
ся д 2 соотношений. Поэтому должно быть 
д 2 < 9д => д < 9. Проведем в д - плоскости Б, точки 
В 6 ДБ, (2 < д < 8)_ такую канонизацию центро- 
аффинного репера Б, при которой: 


В ааЬ = 0 > В ааа Ф 0, В Ф 0, (а Ф Ь), (2.12) 


Из дифференциальных уравнений (2.6) полу- 
чаем, что формы Ѳ к , ( аФЪ ), являются главными, т.е. 
Ѳ ь а = В к с Ѳ% ( аФЪ ). Геометрически это означает, что 
направления ѵ“ = (ВД)еБ, и гиперплоскости 
= (ВД,ё 2 ,...,ё а _і,ё„+і,ё,) являются основными 
относительно гиперконуса ѵд? '. При этом из рас- 
смотрения исключается случай В та = 0, когда 
ѵ“е.\\і^ 1 , и Б = 0, когда основные ѵ“ и \ѵ яЛа определя- 
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ются бесчисленным числом способов. Заметим, 
что канонизация центроаффинного репера К в Ь 9 
типа (2. 12) существует в соответствии с [7]. 


3. Случай ^= 2 


В этом параграфе будет дано построение осна- 
щения 2-семейства & плоскостей / 2 в А 5 . Как отме- 
чено в предыдущем параграфе, гиперконус \\і\ 
представляет собой совокупность трех основных 
направлений, проходящих через точку ВеМ 2 , кото- 
рые в силу (2.4) и (2.5) определяются из алгебраи- 
ческого уравнения третьего порядка: 


4ц +35 И ,А +35, 21 А" + 4, 2 А — 0, / — Ат 1 , 



4 4 4 


4 4 4 

II 

«Г 

4 3 /I 4 Д 5 
Л іі Аі 

II 

«Г 

4 4 4 


Д 3 Д 4 Д 5 
'' 2 - П 21 'Г 


4 4 4 


В 


112 


1 

3 


4 

4 

4 


4 

4 

4 


4 

4 

4 

+ 

4 

4 4 

4 

+ 

д 3 

Л 21 

4 

4 


д 3 

^21 

4 

4 




в 


221 


1 

3 


4 

4 

4 


4 

4 

4 


4 

4 

л 5 

^42 

+ 

4 

4 

д 5 

А 2 

+ 

д 3 

^21 

4 

И 5 

Л 22 


4 

4 

А 5 

А*22 




(3.1) 


Ѳ 1 :Ѳ 2 = 44 

тогда и только тогда, когда 

| хлУ+хлУ+хА^^о, 
1 х ъ АІ/ +х 4 лу +х,АУ = О, 
т.е., когда выполняется условие: 


Рагщ 


А У 

4/ 


А,У 

АУ 


АУ 

АУ 


= 2 . 


(3.6) 


(3.7) 


Каждому направлению (3.6) в Л 5 отвечает одна ги- 
перплоскость Г 4 (Р:/ 2 ) типа (3.5), которая вдоль это- 
го направления параллельна (/ 2 )'. Тангенциальные 
координаты X}, х 4 , х 5 такой гиперплоскости при за- 
данных I 2 определяются из системы (3.7). Рас- 
смотрим гиперплоскости, отвечающие направле- 
ниям (3.3) и определяемые соответствующими сис- 
темами (3.7): 


/ 4 45 =Г 4 (ѵ,) = Г 4 (1, 0): 


х 3 4і + + х 5 А\ — 6, 

х^Ац + х^А\ — 0, 


Кап§ 



(3.8) 


4 =44) = 4(0, 1): 


х 3 А^ + х 4 А ѵ + х 5 4, — 0, 
х^А-,2 + х^Ау, + х 5 А п 2 — 0 , 


Кап§ 


= 2 . 


(3.9) 


Проведем в Ь 2 канонизацию центроаффинного 
репера Я типа (2.12): 

= 0, В 221 =0, В ш ф0, 

В 222 Ф 0 => В = —В П1 В 222 Ф 0. (3.2) 

Из (3. 1) следует, что в Ь 2 каждой точки Ве М 2 ос- 
новными направлениями будут 

Й = (4 ё;), ѵ 2 = (В, ё 2 ), 

Ѵ 3 = (В, 8 1 +8 8 2 ), (8 Ф 0), (3.3) 

где величина е определяется из уравнения 

В 222 е 3 +5 П1 = 0, (е ф 0, е ф оо). (3.4) 

Рассмотрим в пространстве А 5 гиперплоскость 
Г 4 , отвечающую_точке ВеМ 2 и проходящую через 
плоскость / 2 = (А щ,ё 2 ): 

Г 4 (х) : х 3 х 3 +х 4 х 4 +х 5 х 5 = 0. (3.5) 

Найдем В\І ь ёт\ = ( со\ + юІ)[ё ь ё 2 ] + ю?[? а ,ё 2 ] + 
®![ё і,ё а ]. Здесь символом \ё и Щ обозначается би- 
вектор векторов ё ь ё г . Следовательно, Г 4 (х) содер- 
жит / 2 и параллельна (/ 2 )', смежной / 2 вдоль некото- 
рого направления 


4=44) = 

х 2 (4 ! + вА п ) + х 4 (А ] ! + еА п ) + 
ФХг (А:, + в Ах ) — 0, 

= Г 4 (0,1): 

х 3 (4 2 + вА^ 2 ) + х 4 (А] ф вАо ) + 


Кап§ 


|^+Х 5 (-^21 ^ -^22 ) — 

4і 4- в /( 2 /( | 4- в /1| , /( 4 о /( у 
^ 2 і -Г в А^^ А-,\ фвА -,2 А 2 | 4 в Ау, 


= 2 . 


(3.10) 


Проведем следующую канонизацию аффинно- 
го репера К в А 5 в соответствии с [7]: 


4=о, 4=о, 4 =о, 4 =о, 

У + г 4 = 0, 4 + еА 22 = 0, 



А 5 

А\ 


Ф 0; 


С) 

А-- 


ф 0. 


-42 

лЗ 


4 


* 0; 


(3.11) 
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Тогда следующие формы становятся главными: 
а>І = Аі а Ѳ“, (а^Р), величины А§ а удовлетворяют 
дифференциальным^ уравнениям: ёА§ а - А§ ь в% - 

= 44, ( а,Р = 3,4,5; а,Ъ = 1,2). Фиксация 
(3.11) геометрически означает, что гиперплоскости 
(3.8-3.10) имеют вид: _/ 4 4 5 = {А, ё[, ё 2 , ё 4 , ё 5 ), 
/ 3 4 5 = (А, ё\, ё г , ёг, ё 5 ), / 3 4 4 = (А, ё и ё г , ёг, ё 4 ). Отсюда вы- 
текает геометрическая характеристика 3-плоскос- 
тей, проходящих через / 2 : 1\ =_(А , ё,, ё 2 , ё } ) = / 3 4 4 П/ 3 4 5 , 
1г = (А, в\, е 2 , 64 )= Р 4 Г\І* 4 , 11 = (А, ві, е 2 , е 3 ) = / 4 5 П / 3 4 За- 
метим, что из (3.11) вытекают следующие соотно- 
шения: 

3 Т 3 4 Т 4 

СО х = А х (0 2 , СО х = А 2 60 2 , 

со 3 = А 3 ю 3 , со 2 = Д 3 2 (-гД +Ѳ 2 ), 

А 3 - 2 А 3 А 4 - 2 А 4 

уті2 /і|Ут 22? УО.Ц /1 2 ут 21 ? 

Д 2 — 4Д 2 > Ді — ДДі- (3.12) 

Причем величины А ь А 2 , А 3 удовлетворяют сле- 
дующим соотношениям: 

ззш = 444 & - я, )+444 (Я -Л )+ 
+444 (Я - а, )+444 (Л -я )= о, 

35 221 =444 (а, -я, )+444 (Л -Л )+ 

+44,4 (а, -а, )+44 2 4 (а, -а, )= о, 

в, п =44,4 4-4*0, 

в 222 = 44 2 4 2 (а, -Л)* о. (з.із) 

0 ) 

п = ДХсд -Д) * о, 

4 = 44 (4 -я,)* о, 

(О 

п = 4 д 4 і (д - 4 ) * о. (з. і 4 ) 

Пусть точка с радиус - вектором X = А + х‘ёі + 

+ Х4 + зс 5 ^ описывает характеристику [2] Г 45 ги- 
перплоскости І 4 вдоль основного_направления 
ѵ 2 = (В,ё 2 ), (0 1 = О, Ѳ 2 ^0). Тогда из (ёХ,ё,ё 2 ,ё 4 ,ёг) = 0 
получаем следующую систему, определяющую ука- 
занную характеристику: 

Г 45 :4 +х‘4 2 +х 2 4 2 +х 4 4 2 +х 5 4 2 =0, х 3 =0. (3.15) 

Здесь (ВХДДгД^ёг) = 0 означает линейное выра- 
жение вектора ёХ через векторы ё и ё 2 , ё 4 и ё 5 . Анало- 
гично получаем уравнения характеристики Г 3 5 ги- 
перплоскости Р 4 вдоль основного направления 
Ѵ! = (ВД), (0**0, Ѳ 2 =0): 

I а ; + дг х + х 2 4, + х’а;, + х’4 = о, 

Г ’ : Ѵ=о. < ЗЛ6 > 

Рассмотрим точку 

С = А + с 1 ё 1 +с% =1 2 ПГ 3 45 ПГ 25 . (3.17) 

Тогда из (3.15-3.17) получаем следующую сис- 
тему для определения ё и с 2 : 


х 3 =0, х 4 = 0, х 5 = 0, 

< А 3 + с 1 А 3 2 + с 2 А 22 = 0, 

А 4 +с'А 4 +с 2 А 2і = 0. (3.18) 

Определитель системы (3.18) отличен от нуля в 
силу (3.11). Поэтому в плоскости / 2 , отвечающей 
точке В е Мт, в общем случае существует одна точка 
С. 

Проведем такую канонизацию аффинного ре- 
пера К в 4 , при которой: 

4 = о, Д 4 = 0 => со 3 = А 3 Ѳ\ со 4 = А 4 Ѳ 2 . (3.19) 

Она приведет к следующим дифференциаль- 
ным уравнениям: со а = А"Ѳ а , ёА“ - 44 + 4<4 + 
+А°а>~ = В" Ь Ѳ\ ( а,Ь = 1,2; а = 1,2; а = 3,4,5). Заме- 
тим, что с учётом [7] фиксация типа (3.19) существу- 
ет. Из (ЗЛ 8 ) следует, что после фиксации (3.19) точ- 
ка С = А. Кроме того, из (3.13) и (3.14), используя 
(3.4) и (3.19), получаем следующие соотношения: 

д 3 (д 4 4 - д 4 д 3 )+ е д 4 (д 3 д 3 2 -44) =о, 

ДЧ 4 іД 5 2 (4 -Д) + еД 4 Д 3 2 Д 5 І (4 -4) = 0, 

Д 5 + еА 2 = 0. 

Обычным путем находятся следующие уравне- 
ния: 

1) характеристика Гі_плоскости / 3 = (А,ё,ё 2 ,ёг) 
вдоль направления у = (В,е і), (Ѳ 1 ^ 0, Ѳ 2 = 0) опре- 
деляется линейными уравнениями: 

Д 4 х‘ + А 21 х 2 + Д 4 х 3 = 0, 

Г 3 : < Д 5 + Д 3 х' + Д^х 2 + Д 5 ;Х 3 = 0, 
х 4 = 0, х 5 = 0, 

2) характеристика Г"} плоскости / 3 = (Л,ёьё 2 ,ё 4 ) 
вдоль направления ѵ 2 = (В,ё 2 ), ( Ѳ 0, Ѳ 1 = 0) опре- 
деляется линейными уравнениями: 

Д 2 х + А 22 х + ДрХ = 0, 

Г 4 : < А 2 + Д 5 2 х‘ + И 22 х 2 + А\ 2 х 4 = 0, 
х 3 =0, х 5 = 0, 

3) характеристика Г 3 плоскости / 3 = (А,ё ь ё 2 ,ё 5 ) 
вдоль направления ѵ 3 = (В Д + её 2 ), ( Ѳ 2 = еѲ') опре- 
деляется линейными уравнениями: 

Д + 8 Д 2 X + 8 А 22 х~ + 

+(Д 3 +&Д 2 )х = 0, 

Г 3 : < 8А 4 + А 4 Х 1 +А 4 І Х 2 + 

+(А 4 +бА 4 2 )х 5 =0, 
х 3 = о, х 4 = 0. 
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Естественные науки 


Проведем заключительную канонизацию аф- 
финного репера К в соответствии с [7]: 

4 = о, 4 = о, 4=о, 4=о, 

4 + е4 = о, 4 + г 4 = о- (З. 20 ) 

Отсюда в силу (1.3) следует, что 

4 = 44 4 = 4і0' , 4 = 4о 2 , 4 = 44 , 
4 = 4 (-еѲ 1 + Ѳ 2 ), 4 = 4 (-еѲ 1 + Ѳ 2 ), 

<УІ =4&0*, Л4& -Л&0.* +4.Ю? +4„й)д = б? а4 0 4 . 

Таким образом, при фиксации (3.20) прямые 
/(= (А,ёа), (а = 3,4,5), выбираются следующим об- 
разом: /?ТТГ?. Поэтому заключаем, что оснащение 
/ 3 геометрически характеризуется тем, что оно со- 
держит прямые Г’\ 

/ 3 = (А, е 3 , е 4 , е 5 ) = I 2 Ш, 4 Ш, 5 . (3.21) 

4. Оснащение семейства 5, при 2 < д < 8 

В этом параграфе будет дано построение инвари- 
антного оснащения при 2 < <? < 8. При этом будем 
предполагать, что в пространстве Ц, соответствую- 
щем каждой точке беЛ/„ проведена фиксация цент- 
роаффинного репера Я, осуществленная по форму- 
лам (2.12) при любых д (2 <л <_8). Рассмотрим в 
плоскости / 2 = (А,ёі,ё 2 ) точку X = А + х'ё, + )ёё 2 , отве- 
чающую точке бе М г Пусть эта точка является фоку- 
сом плоскости І 2 вдоль (фокальной) интегральной 
линии, принадлежащей распределению Д 3 2 : Ѳ 4 = 
= 0 5 = ... = Ѳ" = 0 в смысле [8]. Это распределение 
каждой точке бе М 9 ставит в соответствие 3-плос- 
кость_П 2 = (б,ё і,^,ё 3 )сб„ натянутую на направления 
ѵ| = (В, в |), ѵ? = (б Д) и 4 ( ВД ). Тогда (ВХ,І ь ё 2 )= 0, 
Ѳ 4 = Ѳ 5 = ... = Ѳ" = 0. Отсюда получаем следующую 
систему, определяющую фокусы и фокальные нап- 
равления: 

х“А" а ф" =0, х° =0, Ѳ А = 0 5 = ... = 0« = О. (4.1) 
х° = 1, ю?= й) 8 , (а = 0,1,2; а = 3,4,5; а = 1,2,3). 

Система (4.1) имеет нетривиальные решения 
относительно 0“ тогда и только тогда, когда 

сіеі [ГА%\ = 0, (4.2) 

или, когда 

ф: : 44^=°- г “°- 

(4,02,03 = 0,1,2). (4.3) 

Здесь симметрические величины А тл опреде- 
ляются по формулам: А ыл = 1/3|Д 3 « ІЙІ А А Ш А 5 т \, 
(о - номера строк), и удовлетворяют дифференци- 
альным уравнениям 

2 а 3 ‘'\/л лі ѵ Фг 4 р.и 3 Щ/ 2 

-А со а =А Ѳ“. 

а х а 2 а а ъ а х а^х ъ а 


Таким образом, множество всех фокусов плос- 
кости / 2 образует фокусную алгебраическую кривую 
Ф 3 третьего порядка, определяемую уравнениями 

(4.3) . Каждой точке этой кривой отвечает фокаль- 
ное направление, определяемое из системы (4.1) 
при условии (4.2). Из (4.3) замечаем, что линейным 
полюсом несобственной прямой плоскости / 2 отно- 
сительно Ф; (т.е. центром фокусной кривой Ф 3 ) яв- 
ляется точка С = А + ёё\ + ёё 2 , где с 1 , с 2 определяют- 
ся из системы А а /Т“ +Ао/і = 0, (аф = 1,2). Эта систе- 
ма будет иметь единственное решение относитель- 
но с“ (т.е. существует единственный центр С) тогда 
и только тогда, когда А = ёе![А а/і ] ^ 0, (аф = 1,2). 
В противном случае она будет иметь бесчисленное 
множество решений (т.е. существует прямая цент- 
ров) или вовсе не будет иметь решений (т.е. кривая 
Ф) не имеет центра). 

Проведем в А 5 такую канонизацию аффинного 
репера б, при которой 

Лоа = 0, 2*0, (4.4) 

что приводит к дифференциальным уравнениям: 
со а = А“Ѳ а , (1А" а - А" Ь Ѳ ь а +А р а (о а р +4®« =А а аЬ Ѳ ь . Откуда 
следует, что эта канонизация репера К существует в 
соответствии с [7]. Теперь центром фокусной кри- 
вой Ф| является точка С = А. Из (4.3) с учетом (4.4) 
замечаем, что кривая второго порядка К \ : АщрС'х 1 ’ + 
+Ао/? = 0 является квадратичной полярой точки С 
относительно Ф,, а прямые Г]: А^^хРх 7 = 0, уё = О 
образуют в / 2 асимптотические направления отно- 
сительно фокусной кривой Ф 3 . Заметим, что в силу 

(4.4) кривая К[ не вырождается. Будем иметь вдоль 

А‘з 2 : М= со а ё а + й)“е а | 04= =ѳ , = о = б«0 8 : где 

= А'ф а + А“ё & , ( а= 1,2,3; а = 1,2; а =3,4,5). (4.5) 

Заметим, что векторы (4.5) линейно независи- 
мы, когда Кап§[Д|;А а ]_= 3. В этом случае все каса^ 
тельные к линиям (А), описываемым точкой А 
вдоль интегральных кривых распределения Доле- 
жат в одной и той же 3-плоскости / 3 = ( А ,Е Ъ Е 2 ,Е 2 ). 

Проведем в соответствии с [7] заключительную 
канонизацию аффинного репера К в А 5 : 

А" = О, А= беІ[4і] ^ 0, (4.6) 

что приводит к дифференциальным уравнениям: 

о) а й =А а ш Ѳ а , ВА$ а -А? ь Ѳ ь а +А$ а ю а р -А$М =Л а іаЬ Ѳ ь . 

Геометрически канонизация (4.6) означает, что 

/ 3 = (А, ё,, е 2 , е 3 ). (4.7) 

Из (1.5) следует, что 3-плоскость (4.7) является 
оснащением. Это оснащение будем называть ос- 
новным оснащением. 
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